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Рассматриваются выпуклые задачи полубесконечного программирования с многогранным множеством индексов. Для 
этих задач описывается и обосновывается конечный алгоритм построения неподвижных индексов и их порядков не-
подвижности вдоль допустимых направлений. Приводится пример, иллюстрирующий работу алгоритма. 
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The convex Semi-Infinite Programming (SIP) problems with polyhedral index sets are considered. For these problems a finite 
algorithm for determination of immobile indixes and their immobility orders along the feasible directions is described and justi-
fied. An example illustrating the application of the algorithm is provided. 
 
Keywords: semi-infinite programming, convex programming, immobile index, immobility order, cone of feasible directions, 
extreme ray. 

 
 

Введение 
Задачи полубесконечного программирова-

ния – это задачи нахождения экстремума некото-
рой функции на множестве, которое задается 
бесконечным числом ограничений в конечно-
мерном пространстве.  

В последние десятилетия продолжается ак-
тивное исследование задач полубесконечной 
оптимизации [1], [2], поскольку они часто встре-
чаются в различных областях математики и 
имеют большое практическое значение. Вопрос 
об условиях оптимальности является одним из 
основных направлений исследования задач по-
лубесконечного программирования [3], [4]. Важ-
ную роль в данном вопросе играют условия ре-
гулярности [5], [6]. Почти все известные условия 
оптимальности для полубесконечного програм-
мирования предполагают выполнение тех или 
иных условий регулярности. Поскольку на прак-
тике условия регулярности часто нарушаются, то 
актуальным является доказательство новых ус-
ловий оптимальности без требования выполне-
ния условий регулярности [7].  

В [8] был предложен новый подход в полу-
бесконечной оптимизации на основе концепции 
неподвижных индексов и их порядков непод-
вижности. Этот подход позволяет сформулиро-
вать условия оптимальности для задач полубес-
конечного программирования с точки зрения 
условий оптимальности для конечномерных за-
дач нелинейного программирования. В [8], [9] 

был описан алгоритм, находящий все неподвиж-
ные индексы и их порядки неподвижности для 
линейных задач полубесконечного программи-
рования с одномерным и многомерным множе-
ством индексов соответственно.  

В данной статье исследуются выпуклые за-
дачи полубесконечного программирования (ПБП) 
с многогранным множеством индексов. Для этих 
задач рассматриваются понятия неподвижных 
индексов и их порядков неподвижности, которые 
были введены в работе [8].  

Основная цель статьи: основываясь на рабо-
тах [9], [10], описать и обосновать конечный ал-
горитм, который определяет неподвижные ин-
дексы и их порядки неподвижности вдоль допус-
тимых направлений в выпуклых задачах полу-
бесконечного программирования.  
 

1 Постановка задачи, необходимые опре-
деления и обозначения  

Рассмотрим задачу полубесконечного про-
граммирования вида  

 min ( )
nx
c x

∈R
                           (1.1) 

( ) 0f x t t T, ≤ , ∀ ∈ ,  
где  

{ }s T
k kT t h t h k K= ∈ : ≤ Δ , ∈R  

– выпуклый многогранник, K  – конечное мно-
жество индексов, вектора s

kh ∈R  и числа 

kh k KΔ , ∈ ,  заданы, функции ( ) ( )f x t t T c x, , ∈ ,  
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выпуклые по nx ∈ .R  Предположим, что функ-
ция ограничения ( )f x t,  достаточно гладкая по t  
и x.  Здесь и далее символ T  означает транспо-
нирование.  

Обозначим через X  множество допусти-
мых планов задачи (1.1):  

 { }( ) 0nX x f x t t T= ∈ : , ≤ , ∀ ∈ .R   (1.2) 

Для данного t T∈  обозначим ( )aK t K⊂  множе-
ство активных ограничений в t :   

{ }( ) T
a k kK t k K h t h= ∈ : = Δ  

и через ( )L t  – множество допустимых направле-
ний для индекса t  в T :   

{ }( ) 0 ( )s T
k aL t l h l k K t= ∈ : ≤ , ∈ .R  

Введем согласно работе [8] следующие опреде-
ления: 

Определение 1.1. Будем говорить, что ин-
декс t T∈  – неподвижный в задаче (1.1), если 

( ) 0 .f x t x X, = , ∀ ∈  
Обозначим через T ∗  множество всех непод-

вижных индексов задачи (1.1). 
Определение 1.2. Будем говорить, что не-

подвижный индекс t T ∗∈  имеет порядок непод-
вижности ( ) ( ) {0 1 }q t l q t l, , , ∈ , ,... ,  вдоль допус-

тимого направления ( ) 0l L t l∈ , ≠ ,  если  

01 )  0
( ) 0

i

i

d f x t l x X
d α

α
α =+

, +
| = , ∀ ∈ ,  

0 ( )i q t l= ,..., , ;  
02 )  существует вектор ( )x x t l X= , ∈�   

такой, что 
( ) 1

0( ( ) 1)

( ) 0
q t l

q t l

d f x t l
d α

α
α

, +

=+, +

, +
| ≠ .

�
   

Здесь предполагаем, что 
0

0
0

( ) ( )d f x t l f x t
d α

α
α

=+

, +
= , .  

Согласно работе [9], множество допусти-
мых направлений для индекса t  может быть 
представлено в следующем виде:  

( ) 0s
i i i i i

i P i I
L t l l b a i Iβ α α

∈ ∈

⎧ ⎫= ∈ : = + , ≥ , ∈ ,⎨ ⎬
⎩ ⎭

∑ ∑R  

где вектора ib i P, ∈  – двунаправленные лучи, 

ia i I, ∈  – однонаправленные лучи, P  и I  – ко-
нечные множества индексов.  

Предположение 1.1. Предположим, что 
0X ≠ ,  множество T ограничено и  

{ }( ) 1 ( ) 0q t l l L t \ t T ∗, ≤ , ∈ , ∀ ∈ .  
Согласно работе [9] из Предположения 1.1 

следует, что множество индексов T ∗  состоит из 
конечного числа элементов: { }jT t j J∗

∗= , ∈  с 
некоторым конечным множеством индексов J∗ .   

Целью данного исследования является опи-
сание и обоснование алгоритма, который для 
задачи (1.1) определит множество неподвижных 
индексов и их порядки неподвижности вдоль 
экстремальных лучей соответствующих мно-
жеств допустимых направлений.  

 
2 Описание алгоритма 
Для данного x X∈  обозначим через ( )aT x T⊂  

множество активных индексов в x :   
{ }( ) ( ) 0aT x t T f x t= ∈ : , = .  

Как было показано в работе [10], при выполне-
нии Предположения 1.1 существует такой план 
x X∈ ,  что ( )aT x| |< ∞,  т. е. множество активных 
индексов ( )aT x  допускает представление  

 { }( )a jT x t j J J= , ∈ , < ∞.             (2.1) 
Предположим, что известен допустимый 

план x,  удовлетворяющий (2.1). Заметим, здесь 
( )aT T x∗ ⊂ .   

Далее будем использовать для данного 
jt j J, ∈ ,  экстремальные лучи соответствующего 
множества допустимых направлений ( )jL t :   

( ) ( ) ( ) ( )i ib j i P j a j i I j j J, ∈ , , ∈ , ∈ .  
Поскольку правило построения этих векторов 
описано в работе [9], далее будем считать их за-
данными.  

Введем обозначение 
( )

( ) ( ) ( ) 0
T

j
i

f x t
I j i I j a j j J

t
⎧ ⎫∂ ,⎪ ⎪= ∈ : = , ∈ .⎨ ⎬

∂⎪ ⎪⎩ ⎭
�  

Описанный ниже алгоритм основан на ра-
боте [9].  

Инициализация. Установим (0) 0 0J k∗ := , = .   
Общая итерация. На (k+1)-ой итерации ал-

горитма ( 0)k ≥  имеем следующие множества, 
построенные на предыдущих итерациях:  

( ) ( ) ( )
0 ( ) ( )k k kJ J I j I j j J∗ ∗⊂ , ⊂ , ∈ .�  

Заметим, что на первой итерации не используют-
ся множества ( ) ( )

0 ( ) ( )k kI j I j j J∗⊂ , ∈ ,�  так как 
множество (0)J∗  пустое.  

Для данного ( )kj J∗∈  обозначим  

( )
0

( )

( ) ( )

2

2

1 ( ) ( )

( )
0 0

k

k s
j i i i i

i P j i I j

jT
i

L l l l b j a j

f x t
l l

t

β α

α

∈ ∈

⎧⎪:= ∈ : = , = + ,⎨
⎪⎩

⎫∂ , ⎪≥ , = ,⎬
∂ ⎪⎭

∑ ∑R

 

и построим следующее множество:  
( 1) ( )( ) 0k n k

jX x f x t j J \ J+
∗

⎧
:= ∈ : , ≤ , ∈ ,⎨

⎩
R  

( )
( ) 0 ( ) 0 ( )

T
j

j i

f x t
f x t b j i P j

t
∂ ,

, = , = , ∈ ,
∂
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( )
0

( )
( ) 0 ( )

T
j k

i

f x t
a j i I j

t
∂ ,

= , ∈ ,
∂

 

( )
0

( )
( ) 0 ( ) ( )

T
j k

i

f x t
a j i I j \ I j

t
∂ ,

≤ , ∈ ,
∂

�      (2.2) 

2
( ) ( )

2

( )
0 .jT k k

j

f x t
l l l L j J

t ∗

⎫∂ , ⎪≤ , ∀ ∈ , ∈ ⎬
∂ ⎪⎭

 

Можно показать, что ( 1)kx X +∈ .   
Для каждого ( )kj J \ J∗∈  решаем вспомога-

тельную задачу:  
( 1)

min ( )
k j

x X
f x t

+∈
, .                       (2.3) 

Положим ( )jx x:= ,  если x  – оптимальный план 
этой задачи, иначе в качестве ( )jx  возьмем дру-
гой вектор, удовлетворяющий следующим усло-
виям:  

( ) ( 1) ( )( ) 0j k j
jx X f x t+∈ , , < .  

Положим  
 { }( 1) ( ) ( )( ) 0k k j

jJ j J \ J f x t+
∗ ∗Δ := ∈ : , = .    (2.4) 

Для всех ( ) ( )
0( ) ( )k ki I j \ I j j J∗∈ , ∈ ,�  решаем сле-

дующую вспомогательную задачу:  

 
( 1)

( )
min ( )

k

T
j

i
x X

f x t
a j

t+∈

∂ ,
.

∂
            (2.5) 

Положим ( )jix x:= ,  если x  – оптимальный план 
этой задачи, иначе в качестве ( )jix  возьмем другой 
вектор, удовлетворяющий следующим условиям: 

( )
( ) ( 1) ( )

( ) 0
Tji

jji k
i

f x t
x X a j

t
+

⎛ ⎞∂ ,
∈ , < .⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 

Положим  
( 1) ( )
0 0

( )
( )

( ) ( ( ) ( ))

( )
( ) 0

k k

T ji
j k

i

I j i I j \ I j

f x t
a j j J

t

+

∗

⎧
Δ = ∈ :⎨

⎩
⎫∂ , ⎪= , ∈ .⎬∂ ⎪⎭

�

   (2.6) 

Если ( 1)kJ +
∗Δ = ∅  и ( 1) ( )

0 ( )k kI j j J+
∗Δ = ∅, ∈ ,  то 

останавливаем алгоритм с  
 ( ){ }k

jT t j J J∗
∗ ∗= , ∈ := ;              (2.7) 

( )
0 0

( )
0

( ( )) 1 ( ) ( )

( ( )) 0 ( ) ( ) ( )

k
j i

k
j i

q t a j i I j I j

q t a j i I j I j \ I j j J∗ ∗

, = , ∈ := ,

, = , ∈ := , ∈ .
 

Иначе, строим множества  
( 1) ( ) ( 1)

( 1) ( ) ( 1) ( )
0 0 0

( 1) ( 1)
0

( ) ( ) ( )
( )

k k k

k k k k

k k

J J J
I j I j I j j J

I j j J

+ +
∗ ∗ ∗

+ +
∗

+ +
∗

:= ∪ Δ ,
:= ∪ Δ , ∈ ,

:= ∅, ∈ Δ
 

и переходим к следующей итерации.  
 

3 Обоснование алгоритма 
В дальнейшем будем считать, что для дан-

ного алгоритма выполняется Предположение 1.1, 
и, следовательно, число итераций данного алго-
ритма является конечным.  

Теорема 3.1. Пусть выпуклая задача (1.1) 
удовлетворяет Предположению 1.1. Построен-
ные в алгоритме индексы jt j J∗, ∈  и только 
они являются неподвижными индексами в зада-
че (1.1). Их порядки неподвижности определя-
ются следующим образом  

0

0

( ) 1

( ) 0 ( ) \
j j

j j j j

q t l l L

q t l l L L t L j J∗
∗

, = , ∈ ,

, = , ∈ := , ∈ .
    (3.1) 

В начале докажем несколько вспомогатель-
ных лемм, которые будем использовать при до-
казательстве теоремы. 

Лемма 3.1. Пусть даны множество nX ⊂� R  
и точка t T∈  такие, что  

(1) X�  – выпуклое множество;  
(2) для любого t T∈  функция ( )f x t,  – вы-

пукла по ;nx ∈R  
(3) справедливо равенство ( ) 0f x t, =  для 

любого вектора x X∈ .�   

Тогда для любого ( )l L t∈  функция ( )Tf x t l
t

∂ ,
∂

 

является выпуклой по x  на X .�    
Доказательство. Возьмем любые 1 2 .x x X, ∈ �  

Следовательно для них выполняется  
 1 2( ) 0 ( ) 0f x t f x t, = , , = .              (3.2) 

Обозначим 1 2( ) (1 )x x xλ λ λ= + − .  Так как множе-

ство X�  выпуклое, то ( )x Xλ ∈ �  и, с учетом усло-
вия (3) данной леммы, имеем  

 ( ( ) ) 0 [0 1]f x tλ λ, = , ∈ , .             (3.3) 

Поскольку функция ( )f x t,  выпуклая по x X∈ ,�  то 

1

2

( ( ) ) ( )
(1 ) ( ) [0 1]
f x t f x t

f x t
λ λ

λ λ
, ≤ , +

+ − , , ∈ , .
             (3.4) 

Рассмотрим любое ( )l L t∈ .  Существует доста-
точно малое 0 (0 )θ θ θ> : ∀ ∈ ,  можно указать 
t t t l t Tθ: = + , ∈ .  Подставим разложение в ряд 
Тейлора функции ( ( ) )f x tλ ,  при достаточно ма-
лом θ  первого порядка в (3.4):  

( ( ) )( ( ) ) ( )
Tf x tf x t l o

t
λλ θ θ∂ ,

, + + ≤
∂

 

1
1

( )
( )

Tf x t
f x t l

t
λ θ

⎛ ⎞∂ ,
≤ , + +⎜ ⎟∂⎝ ⎠

         (3.5) 

2
2

( )
(1 ) ( ) ( )

Tf x t
f x t l o

t
λ θ θ

⎛ ⎞∂ ,
+ − , + + .⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 

Учитывая (3.2) и (3.3), разделим (3.5) на θ  и най-
дем предел при 0θ → :   

1

2

( )( ( ) )

( )
(1 ) [0 1] ( )

TT

T

f x tf x t l l
t t

f x t
l l L t

t

λ λ

λ λ

∂ ,∂ ,
≤ +

∂ ∂
∂ ,

+ − , ∈ , , ∈ .
∂

 (3.6) 



М.В. Кулагина 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 3 (20), 2014 68 

Таким образом из (3.6) следует, что для любого 

( )l L t∈  функция ( )Tf x t l
t

∂ ,
∂

 выпуклая по x на X .�   

Лемма 3.2. Рассмотрим точку t T∈ .  Пусть 
заданы множества nX ⊂ ,� R  0I I⊂ ,  ( ) ( )L t L t⊂�  
такие, что  

(i) X�  – выпуклое множество;  
(ii) для любого t T∈  функция ( )f x t,  – вы-

пуклая по nx ∈ ;R   
(iii) справедливы равенства 

( )( ) 0 0 ( )
Tf x tf x t l l L t

t
∂ ,

, = , = , ∀ ∈
∂

�  

для любого .x X∈ �   

Тогда для любого ( )l L t∈ �  функция 
2

2

( )T f x tl l
t

∂ ,
∂

 

– выпуклая по x  на X .�   
Доказательство. Возьмем любые 1 2 .x x X, ∈ �  

Обозначим 1 2( ) (1 )x x xλ λ λ= + − .  Так как множе-

ство X�  выпуклое, очевидно, ( ) [0 1]x Xλ λ∈ , ∈ , .�  
Следовательно, для 1 2 ( )x x x λ, ,  выполняется:  

1 2( ) 0 ( ) 0 ( ( ) ) 0f x t f x t f x tλ, = , , = , , = ;  

1 2( ) ( )0 0
T Tf x t f x tl l

t t
∂ , ∂ ,

= , = ,
∂ ∂

       (3.7) 

( ( ) ) 0 ( ) [0 1]
Tf x t l l L t

t
λ λ∂ ,

= , ∀ ∈ , ∈ , .
∂

�  

Так как функция ( )f x t,  выпуклая по x на X ,�  то  

1 2( ( ) ) ( ) (1 ) ( ) [0 1]f x t f x t f x tλ λ λ λ, ≤ , + − , , ∈ , .  (3.8) 

Рассмотрим любое ( )l L t∈ .�  Существует 
достаточно малое 0 (0 )θ θ θ> : ∀ ∈ ,  можно ука-
зать t t t l t Tθ: = + , ∈ .  Подставим разложение в 
ряд Тейлора функции ( ( ) )f x tλ ,  при достаточно 
малом θ  второго порядка в (3.8):  

2
2 2

2

( ( ) )( ( ) )

1 ( ( ) ) ( )
2

T

T

f x tf x t l
t

f x tl l o
t

λλ θ

λθ θ

∂ ,
, + +

∂
∂ ,

+ + ≤
∂

 

1
1

2
2 1

2

( )
( ( )

( )1 )
2

T

T

f x t
f x t l

t
f x t

l l
t

λ θ

θ

∂ ,
, + +

∂
∂ ,

+ +
∂

           (3.9) 

2
2

2
2 22

2

( )
(1 )( ( )

( )1 ) ( )
2

T

T

f x t
f x t l

t
f x t

l l o
t

λ θ

θ θ

∂ ,
+ − , + +

∂
∂ ,

+ + .
∂

 

Учитывая условие ( )l L t∈ �  и (3.7), получим, что 
первые два члена разложения в ряд Тейлора ис-
чезают и остается:  

2
2 2

2

2
2 1

2

2
2 22

2

1 ( ( ) ) ( )
2

( )1
2

( )1(1 ) ( )
2

T

T

T

f x tl l o
t

f x t
l l

t

f x t
l l o

t

λθ θ

λ θ

λ θ θ

∂ ,
+ ≤

∂
⎛ ⎞∂ ,

≤ +⎜ ⎟∂⎝ ⎠
⎛ ⎞∂ ,

+ − + .⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 

Разделив на 21
2 θ  и найдя предел при 0θ → :   

22
1

2 2

2
2

2

( )( ( ) )

( )(1 ) ( ) [0 1]

T T

T

f x tf x tl l l l
t t

f x tl l l L t
t

λ λ

λ λ

⎛ ⎞∂ ,∂ ,
≤ +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

⎛ ⎞∂ ,
+ − , ∈ , ∈ , .⎜ ⎟∂⎝ ⎠

�
 (3.10) 

Таким образом из (3.10) следует, что 
2

2

( )T f x tl l
t

∂ ,
∂

 для любого ( )l L t∈ �  является вы-

пуклой функцией по x  на X .�   
Лемма 3.3. Пусть выполняется Предполо-

жение 1.1, тогда на каждой ( 1)k + -ой итерации 
алгоритма справедливы следующие утверждения:  

1) точки ( )k
jt j J∗, ∈ ,  являются неподвиж-

ными, т. е. ( )k
jt T j J∗

∗∈ , ∈ ;   
2) выполняются равенства 

( ) ( )( ) 1 k k
j jq t l l L j J∗, = , ∈ , ∈ ;  

3) верны включения 
( 1) ( ) (0)k kX X X X+⊂ ⊂ ⊂ ,  где (0) nX = ;R  

4) множество ( 1)kX +  выпуклое. 
Доказательство. Докажем лемму по индук-

ции. Для 0k =  имеем (0) (0)
0 ( )J I j∗ = ∅, = ∅,  (0)j J∗∈ .  

Следовательно, утверждения 1), 2) данной лем-
мы очевидны для 0k = .  Из (1.2), (2.2) имеем 

(1) { ( ) 0 }n
jX X x f x t j J⊂ = ∈ : , ≤ , ∈ .R  

Тогда утверждения 3, 4 справедливы для 0k = .   
Предположим, что все утверждения 1)–4) 

выполняются для ( 1) 0 ( 1)k k k∗+ > , + < .  Докажем 
утверждения 1)–4) для ( 2)k + -ой итерации.  

Рассмотрим утверждение 1). Известно, что 
( 1) ( ) ( 1)k k kJ J J+ +
∗ ∗ ∗= Δ .∪  Из предположения о спра-

ведливости данного утверждения для ( 1)k + -ой 
итерации, имеем ( )k

jt T j J∗
∗∈ , ∈ .  Осталось дока-

зать, что ( 1)k
jt T j J∗ +

∗∈ , ∈ Δ .  Учитывая соотноше-

ние (2.4), где ( )jx  – оптимальный план задачи 
(2.3), имеем для любого ( 1)kx X +∈   

( 1)( ) 0 k
jf x t j J +

∗, = , ∈ Δ .  

Из этого, в силу включения ( 1)kX X +⊂  имеем, 
что ( 1)k

jt T j J∗ +
∗∈ , ∈ Δ  являются неподвижными 

индексами также, следовательно, ( 1)k
jt T j J∗ +

∗∈ , ∈  
– неподвижные индексы.  
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Рассмотрим утверждение 2). Известно, что 
( 1) ( ) ( 1)
0 0 0( ) ( ) ( )k k kI j I j I j+ += Δ .∪  Из предположения о 

справедливости данного утверждения для 
( 1)k + -ой итерации, имеем ( )( ) 1 k

j jq t l l L, = , ∈ ,  
( )kj J∗∈ .  На ( 2)k + -ой итерации добавляются ин-

дексы ( 1) ( )
0 ( )k ki I j j J+

∗∈ Δ , ∈  и ( 1)( ) ki P j j J +
∗∈ , ∈ .  

Учитывая соотношение (2.6), где ( )jix  – опти-
мальный план задачи (2.5), имеем для любого 

( 1)kx X +∈   
( )

( 1) ( )
0

( )
( ) 0 ( )

T ji
j k k

i

f x t
a j i I j j J

t
+

∗

∂ ,
= , ∈ Δ , ∈ .

∂
 

Тогда, учитывая Предположение 1.1, правило 
построение множества ( 1) ( 1)k k

jl L j J+ +
∗∈ , ∈  и в си-

лу включения ( 1)kX X +⊂  получаем:  
( 1) ( 1)( ) 1 k k

j jq t l l L j J+ +
∗, = , ∈ , ∈ .  

Рассмотрим утверждения 3), 4). Из предположе-
ния о справедливости данного утверждения для 
( 1)k + -ой итерации, имеем ( 1)kX X +⊂ ,  где в на-
чале ( 1)k + -ой итерации описанного алгоритма 
оно имеет вид (2.2). В конце ( 1)k + -ой итерации, 
в следствии пройденных шагов по алгоритму, его 
можно будет записать следующим образом:  

( 1) ( 1)

( 1)

( 1)
0

( 1)
0

2
( ) ( )

2

( ) 0

( ) 0

( )
( ) 0 ( )

( )
( ) 0 ( )

( )
( ) 0 ( ) ( )

( )
0

k n k
j

k
j

T
j

i

T
j k

i

T
j k

i

jT k k
j

X x f x t j J \ J

f x t j J

f x t
b j i P j

t
f x t

a j i I j
t

f x t
a j i I j \ I j

t
f x t

l l l L j J
t

+ +
∗

+
∗

+

+

∗

⎧⎪= ∈ : , ≤ , ∈ ,⎨
⎪⎩

, = , ∈ ;

∂ ,
= , ∈ ,

∂
∂ ,

= , ∈ ,
∂

∂ ,
≤ , ∈ ,

∂
⎫∂ , ⎪≤ , ∀ ∈ , ∈ .⎬

∂ ⎪⎭

�

R

 

Тогда множество ( 2)kX +  можно представить как  
l l( 1) ( 1)( 2) ( 1)

1 2
k kk kX X X X

+ ++ += ,∩ ∩  
где  

l
2

( 1)
1 2

( 1) ( )

( )
0

k jn T

k k
j

f x t
X x l l

t

l L j J

+

+
∗

⎧ ∂ ,⎪= ∈ : ≤ ,⎨
∂⎪⎩

⎫
∀ ∈ , ∈ ,⎬

⎭

R
 

l ( 1)
2

( )
( ) 0 ( )

( )
( ) 0 ( )

T
k jn

i

T
j

i

f x t
X x b j i P j

t

f x t
a j i I j

t

+ ⎧ ∂ ,⎪= ∈ : = , ∈ ;⎨
∂⎪⎩

∂ ,
≤ , ∈ ;

∂
�

R
 

 
2

( 1) ( 1)
2

( )
0jT k k

j

f x t
l l l L j J

t
+ +

∗

⎫∂ , ⎪≤ , ∀ ∈ , ∈ Δ .⎬
∂ ⎪⎭

 

Из ранее сделанного предположения имеем 
( 1)kX +  – выпуклое. Покажем, что l ( 1)( 1)

1
kkX X

++ ,∩  
l ( 1)( 1)

2
kkX X

++ ∩  – выпуклые.  

Рассмотрим множество l ( 1)( 1)
1

kkX X
++ .∩  Зафик-

сируем ( )kj J∗∈ .  Возьмем любые l ( 1)( 1)
11 2

kkx x X X
++, ∈ .∩  

Поскольку l ( 1)
11 2

k
x x X

+
, ∈ ,  то для них будет вы-

полняться:  
2 2

1 2
2 2

( 1) ( )

( ) ( )
0 0j jT T

k k
j

f x t f x t
l l l l

t t
l L j J+

∗

∂ , ∂ ,
≤ , ≤ ,

∂ ∂
∀ ∈ , ∈ .

   (3.11) 

Заметим, что также ( 1)
1 2

kx x X +, ∈ .  Обозначим 

1 2( ) (1 )x x xλ λ λ= + − .  Очевидно ( 1)( ) kx Xλ +∈ ,  
поскольку оно выпуклое по предположению. Для 

любого ( 1)k
jl L +∈  функции 

2

2

( )jT f x tl l
t

∂ ,
∂

 выпук-

лые по x  на множестве ( 1)kX +  по лемме 3.2, для 
этого достаточно положить в ней 

( 1) ( 1)
0 0

( 1) ( )

( )

( )

k k
j

k k
j

X X t t I I j

L t L j J

+ +

+
∗

= , = , = ,

= , ∈ .

�

�  

Тогда из выпуклости данных функций имеем  
2 2

1
2 2

2
2
2

( 1) ( )

( ( ) ) ( )

( )
(1 )

[0 1]

j jT T

jT

k k
j

f x t f x t
l l l l

t t

f x t
l l

t

l L j J

λ
λ

λ

λ +
∗

⎛ ⎞∂ , ∂ ,
≤ +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

⎛ ⎞∂ ,
+ − ,⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠
∈ , , ∀ ∈ , ∈ .

 

С учетом (3.11) и того, что сумма двух не поло-
жительных чисел является не положительным 
числом, можем положить:  

2
( 1)

2

( ( ) )
0 [0 1]jT k

j

f x t
l l l L

t
λ

λ+∂ ,
≤ , ∀ ∈ , ∈ , ,

∂
 

что и означает, что l ( 1)
1( )

k
x Xλ

+
∈ .  Следовательно 

l ( 1)( 1)
1

kkX X
++ ∩  – выпуклое.  

Рассмотрим множество l ( 1)( 1)
2
kkX X

++ .∩  За-
фиксируем ( 1)kj J +

∗∈ Δ .  Возьмем любые 

l ( 1)( 1)
21 2

kkx x X X
++, ∈ .∩  

Поскольку l ( 1)
21 2

k
x x X

+
, ∈ ,  то для них будет выпол-

няться:  
1 2( ) ( )

( ) 0 ( ) 0 ( )
T T

j j
i i

f x t f x t
b j b j i P j

t t
∂ , ∂ ,

= , = , ∈ ,
∂ ∂

 

1( )
( ) 0

T
j

i

f x t
a j

t
∂ ,

≤ ,
∂

 

 2( )
( ) 0 ( )

T
j

i

f x t
a j i I j

t
∂ ,

≤ , ∈ ,
∂

�         (3.12) 
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2 2
1 2 ( 1)
2 2

( ) ( )
0 0j jT T k

j

f x t f x t
l l l l l L

t t
+∂ , ∂ ,

≤ , ≤ , ∀ ∈ .
∂ ∂

 

Заметим, что также ( 1)
1 2

kx x X +, ∈ .  Положим 

1 2( ) (1 ) [0 1]x x xλ λ λ λ= + − , ∈ , .  
Очевидно ( 1)( ) kx Xλ +∈ .   

a) Функции 
( ( ) )

( ) ( )
T

j
i

f x t
b j i P j

t
λ∂ ,

, ∈
∂

 вы-

пуклые по x  на множестве ( 1)kX + ,  что следует 
из леммы 3.1, для этого достаточно положить в 
ней ( 1) ( 1)k k

jX X t t j J+ +
∗= , = , ∈ Δ .�  Тогда из вы-

пуклости данных функций имеем  

( )

1

( )

( ( ) )
( )

( )
( )

T
j

i i
i P j

T
j

i i
i P j

f x t
b j

t

f x t
b j

t

λ
β

λ β

∈

∈

∂ ,
≤

∂

∂ ,
≤ +

∂

∑

∑
 

 2

( )

( )
(1 ) ( ) [0 1]

T
j

i i
i P j

f x t
b j

t
λ β λ

∈

∂ ,
+ − , ∈ , .

∂∑  

С учетом (3.12) имеем  

( )

( ( ) )
( ) 0 [0 1]

T
j

i i
i P j

f x t
b j

t
λ

β λ
∈

∂ ,
≤ , ∈ , .

∂∑  

Зафиксировав ( )i P j∗ ∈ ,  положим 1
i

β ∗ = ± ,  0iβ = ,  

( )i P j \ i∗∈  получим  
( ( ) )

( ) 0 [0 1] 1
T

j
i i i

f x t
b j

t
λ

β λ β∗ ∗ ∗

∂ ,
≤ , ∈ , , = ± .

∂
 

Так как данное неравенство должно выполняться 
при 1

i
β ∗ = ± ,  тогда  

( ( ) )
( ) 0 [0 1]

T
j

i

f x t b j
t
λ

λ∗

∂ ,
= , ∈ , .

∂
 

Таким образом, для всех ( )i P j∈  будем иметь  

 
( ( ) )

( ) 0 ( ) [0 1]
T

j
i i

f x t
b j i P j

t
λ

β λ
∂ ,

= , ∈ , ∈ , .
∂

 

b) Функции 
( )

( ) ( )
T

j
i

f x t
a j i I j

t
∂ ,

, ∈
∂

�  являют-

ся выпуклыми по x  на множестве ( 1)kX +  по лем-
ме 3.1, для этого достаточно положить в ней 

( 1) ( 1)k k
jX X t t j J+ +

∗= , = , ∈ Δ .�  Из выпуклости дан-
ных функций и (3.12) следует, что 

( ( ) )
( ) 0 ( ) [0 1]

T
j

i

f x t
a j i I j

t
λ

λ
∂ ,

≤ , ∈ , ∈ , .
∂

�  

c) Функции 
2

( 1)
2

( )jT k
j

f x t
l l l L

t
+∂ ,

, ∀ ∈
∂

 – вы-

пуклые по x  на множестве ( 1)kX +  по лемме 3.2, 
для этого достаточно положить в ней 

( 1)
0

( 1) ( 1)( )

k
j

k k
j

X X t t I

L t L j J

+

+ +
∗

= , = , = ∅,

= , ∈ Δ .

�

�  

Из выпуклости данных функций и (3.12) следует, 

что 
2

( 1)
2

( ( ) )
0 [0 1]jT k

j

f x t
l l l L

t
λ

λ+∂ ,
≤ , ∀ ∈ , ∈ , .

∂
  

Тогда из a), b), c) следует, что l ( 1)
2( )
k

x Xλ
+

∈ .  Сле-

довательно, l ( 1)( 1)
2
kkX X

++ ∩  выпуклое. Следова-
тельно, ( 2)kX +  – выпуклое, как пересечение вы-
пуклых множеств, и ( 2) ( 1)k kX X+ +⊂ .  А так как 

( 1) ( 2)k kX X X X+ +⊂ ⇒ ⊂ .   
Рассмотрим последнюю итерацию алгорит-

ма ( 1)k + .  Из леммы 3.3 следует, что поскольку 

jt j J∗, ∈  – неподвижные индексы и ( ) 1jq t l, = ,  
( )k
jl L j J∗∈ , ∈ ,  то для любого ( 1)kx X +∈  выпол-

няются соотношения:  
( ) 0jf x t, = ,  

( )
( ) 0 ( )

T
j

i

f x t
b j i P j

t
∂ ,

= , ∈ ,
∂

       (3.13) 

0

( )
( ) 0 ( )

T
j

i

f x t
a j i I j j J

t ∗

∂ ,
= , ∈ , ∈ .

∂
 

Доказательство следующих лемм основыва-
ется на работах [9], [10].  

Лемма 3.4. Пусть выпуклая задача (1.1) 
удовлетворяет Предположению 1.1. Рассмот-
рим некоторый неподвижный индекс ( )jt j J∗∈  и 
соответствующее множество 0 ( )I j ,  построен-
ное согласно (2.7) на последней итерации алго-
ритма. Тогда существует вектор ( )jx x t X∗ ∗= ∈  
такой, что  

2

2

( )
0jT f x t

l l
t

∗∂ ,
< ,

∂
 

0

0

( )

0
( )

1 ( )

( ) 0 ( )

s
j i i

i P j

i i i
i I j

l L l l l b j

a j i I j

β

α α

∈

∈

⎧
∀ ∈ = ∈ : = , = +⎨

⎩
⎫⎪+ , ≥ , ∈ .⎬
⎪⎭

∑

∑

R
(3.14) 

Доказательство. Из леммы 3.3 имеем  
 0( ) 1j jq t l l L, = , ∈ .             (3.15) 

Обозначим через l( )Q  следующую задачу:  

               l( ) min
x

Q
ξ

ξ
,

:  
2

0
2

( )jT
j

f x t
x X l l l L

t
ξ

∂ ,
∈ , ≤ , ∀ ∈ .

∂
 

В задаче l( ),Q  множество X  выпуклое, целевая 
функция и функции ограничений – выпуклые по 

nx ∈ .R  Эти ограничения удовлетворяют усло-
вию Слейтера 1-го типа [10]:  

2
0

2

( )
( ) jT

j

f x t
x l l l L

t
ξ ξ

∂ ,
∃ , : ≤ , ∀ ∈ ,

∂
 

где  
2

21

( )
max 1jT

l

f x t
x X l l

t
ξ

=

∂ ,
∈ , = + .

∂& &
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Следовательно, они удовлетворяют усло-
вию Слейтера 2-го типа также. Заметим, что из 
утверждения 1 из [10] следует, что существуют 

1n +  вектора 0 1 1i jl L i n∈ , = ,..., + ,  такие, что 
l l( ) ( )Dval Q val Q= ,  где ( )val A  – оптимальное зна-

чение целевой функции задачи A,  а задача l DQ – 
следующая:  
          l( ) min

D x
Q

ξ
ξ

,
:  

2

2

( )
1 1jT

i i

f x t
x X l l i n

t
ξ

∂ ,
∈ , ≤ , = ,..., + .

∂
 

Из (3.15) и определения 1.2 следует, что для 
каждого 1 1il i n, = ,..., + ,  существует ( )ix X∈ ,  
удовлетворяющий неравенству  

2 ( )

2

( )
0 1 1

i
jT

i i

f x t
l l i n

t
∂ ,

< , = ,..., + .
∂

 

Так как jt  – неподвижный индекс и ( )ix  – допус-
тимое решение задачи (1.1), тогда для любого 

{1 1}k n k i∈ ,..., + , ≠  выполняется 
2 ( )

2

( )
0

i
jT

k k

f x t
l l

t
∂ ,

≤ .
∂

 

Рассмотрим вектор ( )
1

1
1

k
n

x
n

k
x

+

+
=

= .∑�  Очевидно x X∈ .�  

Подставим этот вектор в левую часть ограниче-
ния задачи l( )DQ  и из выпуклости функции 

2

2

( )jT f x t
l l

t
∂ ,

∂
 по x  на X ,  получим  

2 2 ( )1

2 2
1

( ) ( )
/ ( 1) 0

1 1

kn
j jT T

i i i i
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f x t f x t
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i n
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⎛ ⎞∂ , ∂ ,
≤ + < ,⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
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∑
�

 

Тогда получим, что l( ) 0Dval Q < .  Следовательно, 
l( ) 0val Q <  что и предполагает существование 

вектора x X∗ ∈ :  
2

0
2

( )
0jT

j

f x t
l l l L

t

∗∂ ,
< , ∈ .

∂
  

Лемма 3.5. Рассмотрим выпуклую задачу 
(1.1), удовлетворяющую Предположению 1.1. 
Пусть 0 ( )jt I j j J∗, , ∈  – построенные в алгорит-
ме индексы и множества. Тогда существует 
вектор x X∈ ,�  такой, что  

0

0

2
0

2

( )
( ) 0 ( ) 0 ( )

( )
( ) 0 ( )

( )
( ) 0 ( ) \ ( )

( )
0

( ) 0 \{ }

T
j

j i

T
j

i

T
j

i

jT
j

j

f x t
f x t b j i P j

t
f x t

a j i I j
t

f x t
a j i I j I j

t
f x t

l l l L j J
t

f x t t T t j J

∗

∗

∂ ,
, = , = , ∈ ,

∂
∂ ,

= , ∈ ,
∂

∂ ,
< , ∈ ,

∂
∂ ,

< , ∀ ∈ , ∈ ;
∂
, < , ∈ , ∈ ,

�
�

�

�

�

�

 

где 0
jL  определенно в (3.14).   

Доказательство. Предположим, что алго-
ритм останавливается на ( 1)k +  итерации, т. е. 

1k k∗ = + .  Тогда имеем множества J J∗ ⊂ ,  

0 ( ) ( )I j I j⊂ ,� j J∗∈ ,  и вектора  
( ) ( 1)

( ) ( 1)
0

\

( ) \ ( )

j k

ji k

x X j J J

x X i I j I j j J

+
∗

+
∗

∈ , ∈ ,

∈ , ∈ , ∈�  

такие, что  
( )

( )

0

( ) 0 \

( )
( ) 0 ( ) \ ( )

j
j

T ji
j

i

f x t j J J

f x t
a j i I j I j j J

t

∗

∗

, < , ∈ ,

∂ ,
< , ∈ , ∈ .

∂
�

  

Положим  

�
0

( ) ( )

\ ( ) \ ( )

j ji

j J J j J i I j I j

x x x r
∗ ∗∈ ∈ ∈

⎛ ⎞
= + / ,⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ ∑

�
 

где 0\ | ( ) \ ( ) |
j J

r J J I j I j
∗

∗
∈

= + .∑ �  Поскольку мно-

жество ( 1)kX +  выпуклое по лемме 3.3 и функция 
( )f x t,  выпуклая по ( 1)kx X +∈ ,  и для 0( ) \ ( )i I j I j∈ ,�  

j J∗∈  функции 
( )( )

( )
T ji

j
i

f x t
a j

t
∂ ,

∂
 – выпуклые по 

x  на ( 1)kX +  по лемме 3.1, то � ( 1)kx X +∈  и  
�

�
0

( ) 0 \

( )
( ) 0 ( ) \ ( )

j

T
j

i

f x t j J J

f x t
a j i I j I j j J

t

∗

∗

, < , ∈ ,

∂ ,
< , ∈ , ∈ .

∂
�

 (3.16) 

Рассмотрим вектор 
| |

j

j J

x
x

J
∗

∗
∗

∈ ∗

= ,∑�  где jx X∗ ∈ ,  

j J∗∈  – вектор из леммы 3.4. Тогда из выпукло-

сти функций 
2

0
2

( )jT
j

f x t
l l l L j J

t ∗

∂ ,
, ∈ , ∈

∂
 по x X∈  

следует, что x∗�  удовлетворяет условию  
2 *

0
2

( )
0jT

j

f x t
l l l L j J

t ∗

∂ ,
< , ∀ ∈ , ∈ .

∂

�
 

С учетом того, что *x X∈�  и (3.13), то для 
*x�  будут выполняться следующие соотношения:  

*
*

*

0

( )
( ) 0 ( ) 0 ( )

( )
( ) 0 ( )

T
j

j i

T
j

i

f x t
f x t b j i P j

t
f x t

a j i I j
t

∂ ,
, = , = , ∈ ,

∂
∂ ,

= , ∈ ,
∂

�
�

�
 

*

0

2 *
0

2

( )
( ) 0 ( ) \ ( )

( )
0

T
j

i

jT
j

f x t
a j i I j I j

t
f x t

l l l L j J
t ∗

∂ ,
≤ , ∈ ,

∂
∂ ,

< , ∀ ∈ , ∈ .
∂

�

�
 

Рассмотрим вектор *1
2 ( )z x x X= + ∈ ,�  где x  – век-

тор введенный в пункте 3. Тогда по построению:  
( ) 0 \ ( ) 0j jf z t j J J f z t j J∗ ∗, ≤ , ∈ , , = , ∈ ;  

( )
( ) 0 ( )

T
j

i

f z t
b j i P j

t
∂ ,

= , ∈ ,
∂
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( ) 0 ( ) \ ( )
( )

0 ( )

T
j

i

f z t i I j I j
a j

t i I j
∂ , ⎧< , ∈ ,

= ⎨
∂ ≤ , ∈ ,⎩

�
�  

2
0

2

2
1

2

( )
0

( )
0

jT
j

jT
j

f z t
l l l L

t
f z t

l l l L j J
t ∗

∂ ,
< , ∀ ∈ ,

∂
∂ ,

≤ , ∀ ∈ , ∈ ;
∂

 (3.17) 

( ) 0 \ { }jf z t t T t j J, < , ∀ ∈ , ∈ ,∪  

где 0
jL  определенно согласно (3.14),  

1

( ) ( )
1 ( ) ( )

( )
0 ( ) 0

s
j i i i i

i P j i I j

T
j

i

L l l l b j a j

f z t
i I j l j J

t

β α

α

∈ ∈

∗

⎧
= ∈ : = , = + ,⎨

⎩
⎫∂ , ⎪≥ , ∈ , = , ∈ .⎬

∂ ⎪⎭

∑ ∑R

 

Для данного [0 1]λ ∈ ,  рассмотрим новый вектор 
�( ) (1 )x z xλ λ λ= − + .  Очевидно ( 1)( ) kx Xλ +∈ .  За-

метим, что здесь вектор � ( 1)kx X +∈  удовлетворяет 
(3.16). Принимая во внимание выпуклость 

( )f x t,  по x,  имеем  

 �( ( ) ) (1 ) ( ) ( )f x t f z t f x tλ λ λ, ≤ − , + , .     (3.18) 
Принимая во внимание выпуклость функций и 
соотношения (3.13), (3.16), (3.17), можем заклю-
чить, что для 0 1λ< <  выполняются следующие 
соотношения:  

( ( ) ) 0 \jf x t j J Jλ ∗, < , ∈ ,  

( ( ) )
( ( ) ) 0 ( ) 0 ( )

T
j

j i

f x t
f x t b j i P j

t
λ

λ
∂ ,

, = , = , ∈ ,
∂

 

0

( ( ) )
( ) 0 ( )

T
j

i

f x t
a j i I j

t
λ∂ ,

= , ∈ ,
∂

     (3.19) 

0

( ( ) )
( ) 0 ( ) \ ( )

T
j

i

f x t
a j i I j I j

t
λ∂ ,

< , ∈ ,
∂

 

2
0

2

( ( ) )
0jT

j

f x t
l l l L j J

t
λ

∗

∂ ,
< , ∀ ∈ , ∈ .

∂
 

Покажем, что для достаточно малых 0λ >  суще-
ствует ( ) 0ε λ >  такое, что  

( ) 0 при 0ε λ λ→ + → +  

( )и ( ( ) ) 0 \ ( )j
j J

f x t t T T tε λλ
∗∈

, < , ∈ ,∪    (3.20) 

где ( ) { }T t T tε τ τ ε= ∈ : − ≤ .& &   
Возьмем некоторое 0ε >  такое, чтобы оно 

было в раза меньше, чем минимальное расстояние 
между двумя любыми jt j J∗, ∈  и 0ε ε ε: < < .  
Обозначим  

�{ }

\ ( )

( ) 0 (0 ]

j
j J

T T T t

T cl t T f x t

ε ε

ε ε ε ε
∗∈

+

= ,

= ∈ : , > , ∈ , ,

�

�

∪
 

где clT  – замыкание множества T .  Принимая во 
внимание соотношения (3.18), (3.19) имеем  

( ( ) ) 0 (0 1) (0 ]f x t t T Tε ελ λ ε ε+, < , ∀ ∈ , ∀ ∈ , ∈ , .� \ (3.21) 

Рассмотрим функцию  

 �
( )( ) (0 ]

( ) ( )
f z tt t T

f z t f x t
ε ε ε ελ +,

= , ∈ , ∈ , .
, − ,

 

Покажем, что ( ) 0 (0 ]t t Tε ε ε ελ +> , ∈ , ∈ , .  По по-

строению имеем �( ) 0 \jf x t j J J∗, < , ∈ .  Из этого 
следует, что для любого (0 ]ε ε∈ ,  верно включе-

ние \ ( )j
j J

T cl T T tε ε
+

∈

⎛ ⎞
⊂ .⎜ ⎟

⎝ ⎠
∪  Тогда, учитывая это и 

соотношения (3.17) имеем  
 ( ) 0 (0 ]f z t t Tε ε ε+, < , ∀ ∈ , ∈ , .        (3.22) 
Обозначим 

( ) min ( ) (0 ]
t T

f z t
ε

δ ε ε ε
+∈

= , , ∈ , ,  

�sup ( ) ( )
t T

f z t f x tδ
+

∗

∈
= , − , < ∞,  

где �{ }( ) 0T cl t T f x t+ = ∈ : , > .  В силу соотноше-

ния (3.22) справедливо неравенство ( ) 0δ ε > ,  
(0 ]ε ε∈ , .  Тогда для t Tε

+∈  получаем  

�
( ) ( )( ) ( ) 0 (0 ]

( ) ( )
f z tt

f z t f x t
ε

δ ε υ ε ε ελ δ ∗

,
= ≥ := > , ∈ , .

, − ,
 

Положим ( ) { ( )} 0minυ ε ε υ ε= , >  при (0 ]ε ε∈ , .  
Тогда  

( ( ) ) 0 (0 ( )) (0 ]f x t t Tελ λ υ ε ε ε+, < , ∀ ∈ , ∀ ∈ , , ∈ ,  
и с учетом соотношения (3.21) получаем  

( ( ) ) 0 (0 ( )) (0 ]f x t t Tελ λ υ ε ε ε, < , ∀ ∈ , ∀ ∈ , , ∈ , .�  
Заметим, что из построения функции ( )υ ε ,  

(0 ]ε ε∈ ,  видно, что она обладает следующими 
свойствами: • ( ) 0υ ε >  при 0ε > ;  • ( ) 0υ ε →  
при 0ε → .   

Покажем, что функция ( ) (0 ]υ ε ε ε, ∈ ,  также 
является неубывающей. Для начала покажем, что 
функция ( ) (0 ]υ ε ε ε, ∈ ,  является неубывающей, 
т. е. 1 2 1 2 1 20 ( ) ( )ε ε ε ε ε υ ε υ ε∀ , : < < ≤ ⇒ ≤ .  По-
скольку 1 2ε ε< ,  то 

2 1
T Tε ε

+ +⊆ .  Тогда, учитывая 

построение функции ( )υ ε ,  получим:  

1 2

1 2 1 20
min ( ) min ( )
t T t T

f z t f z t
ε ε

ε ε ε ε ε

+ +∈ ∈

∀ , : < < ≤ ⇒

, ≤ , .  

Таким образом функция ( ) (0 ]υ ε ε ε, ∈ ,  является 
неубывающей, а из этого следует, что и функция 

( ) (0 ]υ ε ε ε, ∈ ,  является неубывающей как ми-
нимум неубывающих функций.  

Заметим, что функция ( ) (0 ]υ ε ε ε, ∈ ,  обла-
дает еще одним свойством – непрерывность, что 
следует непосредственно из непрерывности 
функции ( ) (0 ]υ ε ε ε, ∈ , .   

Определим 0 ( ) 0ε ε λ υ ε∗ ∗ ∗:= > , := > .  То-
гда по построению имеем, что для любого 
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(0 ]λ λ∗∈ ,  существует (0 ] ( )ε ε λ υ ε∗∈ , : = .  По-
строим обратную функцию следующим образом: 
для любого (0 ]λ λ∗∈ ,  поставим в соответствии 
число 

(0 ]
( ) inf

ε ε
ε λ ε

∗∈ ,
= .   

Покажем, что ( ) 0ε λ →  при 0λ → .  Пред-
положим противное, т. е. 0 ( )ε ε λ ε∃ > : →  при 

0λ → .  По построению имеем ( ( ))υ ε λ λ= ,  пе-
рейдя к пределу в данном равенстве при 0λ →  
получим: 

0
lim ( ( )) 0 ( ) 0
λ

υ ε λ υ ε
→

= , = ,  а это проти-

воречит тому, что ( ) 0υ ε > .   
Из всего выше изложенного следует, что 

для (0 )λ λ∗∈ ,  существует ( )ε λ  такое, что 
( ) 0 при 0ε λ λ→ + →  и  

( )( ( ) ) 0 \ ( )j
j J

f x t t T T tε λλ
∗∈

, < , ∀ ∈ .∪  

Таким образом доказано соотношение (3.20).  
Для j J∗∈  соотношения (3.19) являются 

достаточным условием того, что точка jt  явля-
ется строгим локальным решением задачи 
max ( ( ) ) (0 1)

T
f x

τ
λ τ λ

∈
, ,∀ ∈ , .  Тогда из определения 

строгого локального максимума следует, что для 
любого (0 1)λ ∈ ,  существует число ( ) 0ε λ > ,�  
такое что  

( )

( ( ) ) ( ( ) ) 0

( ) \{ }
j

j j

f x t f x t

t T t t j Jε λ

λ λ

∗

, < , = ,

∈ , ∈ .�
    (3.23) 

Зафиксируем (0 1)λ ∈ , .  Тогда для него сущест-
вует ( ) 0 ( ( ) ) 0 ( ) \{ }j jf x t t T t tεε λ ε λ=: > : , < , ∀ ∈ ,�

� �  
j J∗∈ .   

Покажем, что 
(0 ) и 0 ( ( ) ) 0f x tλ λ λ ε λ∀ : ∈ , > : , < ,�  

( ) \{ }j jt T t t j Jε ∗∀ ∈ , ∈ .�  

Предположим противное, т. е. (0 )λ λ λ∃ : ∈ ,  

0 ,j J∗∃ ∈
0 0 0 0

( ) \{ } ( ( ) ) 0j j j jt T t t f x tε λ∃ ∈ : , ≥ .�  

Поскольку λ λ< ,  то λ  можно представить 

в виде 0λ λ λ λ= + Δ , Δ > .  Учитывая это и соот-
ношение (3.18) имеем  

�

�

�

�

0 0 0
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0 ( ( ) ) (1 ) ( ) ( )

(1 ) ( ) ( ) ( )
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f z t f x t
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f z t f x t

λ λ λ

λ λ λ λ

λ λ
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≤ , ≤ − , + , =

= − + Δ , + − Δ , =

= − , + , +

+Δ , − , .

 

Следовательно  
�

�
0 0

0 0

(1 ) ( ) ( )

( ( ) ( )) 0

j j

j j

f z t f x t

f z t f x t

λ λ

λ

− , + , +

+Δ , − , ≥ .
    (3.24) 

Поскольку 
0

( ) 0jf z t, < ,  

0
(1 ) ( )jf z tλ− , + �

0
( ) 0jf x tλ , < ,  

0λΔ >  тогда, чтобы выполнялось соотношение 
(3.24) должно выполняться  

�

�

�

�
0 0

0 0 0

( ) 0 ( ) 0

( ) ( ) 0 ( ) 0

j j

j j j

f x t f x t

f z t f x t f x t

⎧ ⎧, > , , > ,⎪ ⎪⇒⎨ ⎨
, − , > , < .⎪ ⎪⎩ ⎩

 

Данная система противоречива, это и доказыва-
ет, что  

(0 ) и ( ) 0
( ( ) ) 0 ( ) \{ }j jf x t t T t t j Jε

λ λ λ ε λ ε
λ ∗

∀ : ∈ , = > :
, < , ∀ ∈ , ∈ .�

� �
 (3.25) 

Из условия ( ) 0 при 0ε λ λ→ + →  и соотно-
шения (3.25) следует, что всегда существует та-
кое (0 )λ λ∗ ∈ , ,  что ( )ε ε λ∗> .�  Тогда из этого и 
соотношений (3.20) и (3.23) получим, что суще-
ствует λ∗  такое, что  

( ( ) ) 0 \{ }jf x t t T t j Jλ∗
∗, < , ∀ ∈ , ∈ .    (3.26) 

Таким образом, из соотношений (3.19), (3.26) 
получили, что данный вектор ( )x λ∗  для доста-
точно малого λ∗  является планом задачи, т. е. 

( )x Xλ∗ ∈  и удовлетворяет условиям доказывае-
мого утверждения.  

Доказательство теоремы 3.1. Из леммы 3.3 
следует, что индексы jt j J∗, ∈  являются непод-
вижными и их порядки неподвижности опреде-
ляются согласно (3.1). Из леммы 3.5 следует, что 
это все неподвижные индексы.  

Заметим здесь также был построен вектор 
x X∈�  такой, что  

0

2
0

2

( )

( )
( ) 0 ( ) \ ( )

( )
0

( ) 0 \{ }

a

T
j

i

jT
j

j

T x T

f x t
a j i I j I j

t
f x t

l l l L j J
t

f x t t T t j J

∗

∗

∗

= ,

∂ ,
< , ∈ ,

∂
∂ ,

< , ∈ , ∈ ,
∂

, < , ∀ ∈ , ∈ .

�
�

�

�

 

 
4 Пример 
Проиллюстрируем работу описанного алго-

ритма на примере. Пусть  
4 2

1 2 3 4 1 2( ) ( )T Tx x x x x t t t= , , , ∈ , = , ∈R R  
и         2 2 2

1 2 1 1 2 1 2 3( ) 5 ( 1)f x t t x t x t t x, := − − + +  
2 2 2 2
2 4 2 12 ( 1)t x t t+ − − + ,

2 3 3 2 2
2 1 2 1 1 2 3 1 4 2 2( ) (2 ) 2f x t t x x t t x t x t t, := − − + − + − ,  

2
1 1 2 2 1{ 3 1 0 2 4}T t t t t t:= ∈ : − ≤ ≤ − , ≤ ≤ , − ≤ ,R  

2
2 1 2 2 1{ 0 0 4}T t t t t t:= ∈ : ≥ , ≥ , + ≤ .R  

Рассмотрим выпуклую задачу полубесконечного 
программирования с многогранным множеством 
индексов вида:  

2
2 3 4min( 8 )x x x− − + ,  

 1 1 2 2( ) 0 ( ) 0f x t t T f x t t T, ≤ , ∀ ∈ , , ≤ , ∀ ∈ .  
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Легко проверить, что (0 0 1 1)x = , , ,  является до-
пустимым планом данной задачи. Множество 
активных индексов для x  имеет вид ( )aT x =  

(1) (2) (3){ }t t t= , , ,  где (1)
1( 1 0)Tt T= − , ∈ ,  (2)

2(0 0)Tt T= , ∈ ,  
(3)

2(0 1)Tt T= , ∈ .   
Используя правила, описанные в работе [9], 

построим для каждой активной точки экстре-
мальные лучи в соответствующем множестве 
индексов: для (1)

1t T∈  имеем 1(1) (0 1)a = , ,  

2 (1) ( 1 0)a = − , ,  для (2)
2t T∈  имеем 1(2) (0 1)a = , ,  

2 (2) (1 0)a = , ,  для (3)
2t T∈  имеем 1(3) (0 1)b = , ,  

1(3) (1 0)a = , .   
Заметим, что  

(1) (1)
1 1

1 2
( ) ( )

(1) (1) 0
T Tf x t f x t

a a
t t

∂ , ∂ ,
= = ,

∂ ∂
 

(2) (3)
2 2

2 1

(2)
2

1

( ) ( )
(2) 0 (3) 0

( )
(2) 0

T T

T

f x t f x t
a a

t t
f x t

a
t

∂ , ∂ ,
= , = ,

∂ ∂
∂ ,

≠ .
∂

 

Рассмотрим следующие множества:  
{1 2 3} (1) {1 2} (2) {2} (3) {1}J I I I= , , , = , , = , = .� � �  

На первой итерации алгоритма (0)0k J∗= , = ∅.  
Построим множество  

(1) (1)
1

(2) (3)
2 2

{ ( ) 0

( ) 0 ( ) 0}

nX x f x t

f x t f x t

= ∈ : , ≤ ,

, ≤ , , ≤ =

R
 

4 2
2 1 1 3{ 0 0 1 0}x x x x x= ∈ : ≤ , − ≤ , − − + ≤ .R  

Рассмотрим вспомогательную задачу для 
каждого {1 2 3}j J∈ = , , .   

Когда 1j = ,  тогда задача имеет форму  

(1) (1)

(1) 2
1 2min ( ) т е (min ).

x X x X
f x t x

∈ ∈
, , . .  

Тогда оптимальным решением будет 
(1) (1) (1)

1(0 0 1 1) ( ) 0x x f x t= = , , , : , = .  
Когда 2j = ,  тогда задача имеет форму  

(1) (1)

(2)
2 1min ( ) т е (min ).

x X x X
f x t x

∈ ∈
, , . . −  

Положим (2) (2) (2)
2(1 0 0 0) ( ) 0x f x t= , , , : , < .   

Когда 3j = ,  тогда задача имеет форму  

(1) (1)

(3)
2 1 3min ( ) т е (min 1).

x X x X
f x t x x

∈ ∈
, , . . − − +  

Положим (3) (3) (3)
2(1 0 1 0) ( ) 0x f x t= , , , : , < .   

Найдем множества 
(1) ( ) ( ) (1)

0{ ( ) 0} {1} (1)j jJ j J f x t I∗Δ = ∈ : , = = , Δ = ∅.  
Поскольку (1) {1}J∗Δ = ≠ ∅,  переходим к следую-
щей итерации с (1) (0) (1) {1}J J J∗ ∗ ∗= ∪ Δ = ,  (1)

0 (1)I =  
(1)
0 (1)I= Δ = ∅  и (1) {2 3}J \ J∗ = , .   
На следующей итерации ( 1)k =  строим 

множество  
(2) (1)

1( ) 0nX x f x t
⎧

= ∈ : , = ,⎨
⎩

R  

(2) (3)
2 2( ) 0 ( ) 0f x t f x t, ≤ , , ≤ ,  
(1) (1)

1 1
1 2

2 (1)
(1)1
12

( ) ( )
(1) 0 (1) 0

( )
0

T T

T
T

f x t f x t
a a

t t
f x t

l l l L
t

∂ , ∂ ,
≤ , ≤ ,

∂ ∂
⎫∂ ,

≤ , ∈ .⎬
∂ ⎭

 

Заметим, (1)
1L = ∅  (поскольку (1)

0(1) (1)P I= ∅, = ∅ ), 
тогда  

(2) 4 2
2 1

2 2
1 3 1 2

{ 0 0

1 0 5 0 0}

X x x x

x x x x

= ∈ : = , − ≤ ,

− − + ≤ , ≤ , ≤ .

R
 

Рассмотрим вспомогательную задачу для 
каждого \ {2 3}j J J∗∈ = , .   

Когда 2j = ,  тогда задача имеет форму  

( 2) ( 2)

(2)
2 1min ( ) т е ( min ).

x X x X
f x t x

∈ ∈
, , . . −  

Положим оптимальное решение (2) (0 0 1 1)x = , , , :  
(2) (2)

2 ( ) 0f x t, = .   
Когда 3j = ,  тогда задача имеет форму  

( 2) ( 2)

(3)
2 1 3min ( ) т е ( min 1).

x X x X
f x t x x

∈ ∈
, , . . − − +  

Положим (3) (3) (3)
2(0 0 2 0) ( ) 0x f x t= , , , : , < .   

Построим множество 
(2) ( ) ( ){ {2 3} ( ) 0} {2}j jJ j f x t∗Δ = ∈ , : , = = .  

Поскольку (1)
0(1) \ (1) {1 2},I I = ,�  рассмотрим 

решение следующих вспомогательных задач:  
При 1i =  задача имеет форму  

 
( 2) ( 2 )

(1)
21

1 1
( )

min (1) т е ( min 5 )
T

x X x X

f x t
a x

t∈ ∈

∂ ,
, . . .

∂
 

Положим оптимальное решение 
(11) (1)

(11) 0 1
1

( )(0 0 1 1) (1) 0
Tf x tx x a

t
∂ ,

= = , , , : = .
∂

 

При 2i =  задача имеет форму  

( 2) ( 2)

(1)
21

2 2
( )min (1) т е ( min )

T

x X x X

f x t a x
t∈ ∈

∂ ,
, . . .

∂
 

Положим оптимальное решение 
(12) (1)

(12) 1
2

( )
(0 0 1 1) (1) 0

Tf x t
x x a

t
∂ ,

= = , , , : = .
∂

 

В соответствии с алгоритмом, определяем 
множество  

(1 ) (1)
(2) 1
0

( )
(1) {1 2} (1) 0 {1 2}

T i

i
f x t

I i a
t

⎧ ⎫∂ ,
Δ = ∈ , : = = , .⎨ ⎬

∂⎩ ⎭
 

Построим множества 
(2) (1) (2)

(2) (1) (2) (2)
0 0 0 0

{1 2}

(1) (1) (1) {1 2} (2)

J J J

I I I I
∗ ∗ ∗= Δ = , ,

= Δ = , , = ∅,

∪
∪

 

переходим к следующей итерации.  
На следующей итерации ( 2)k =  строим 

множество  

(3) 4 (1) (2)
1 1

(3)
2

( ) 0 ( ) 0,

( ) 0

X x R f x t f x t

f x t

⎧
= ∈ : , = , , =⎨

⎩
, ≤ ,

 



Алгоритм определения неподвижных индексов в выпуклых задачах полубесконечного программирования с многогранным… 
 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 3 (20), 2014 75

(1)
(2)1
0

( )
(1) 0 (1)

T

i
f x t

a i I
t

∂ ,
= , ∈ ,

∂
2 (1)

(2)1
12

( )
0

T
T f x t

l l l L
t

∂ ,
≤ , ∈ ,

∂
(2)

2

2 (2)
(2)2
22

( )
(2) 0 (2)

( )
0

T

i

T
T

f x t
a i I

t
f x t

l l l L
t

∂ ,
≤ , ∈ ,

∂
⎫∂ ,

≤ , ∈ .⎬
∂ ⎭

�

 

Учитывая, что 

( 2)
0

2(2) 2
1

1(1)

1 (1)i i
i I

L l l l a
α

α
α

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟∈ ⎝ ⎠

⎧ −⎪= ∈ : = , = = ,⎨
⎪⎩

∑R  

2 (1)
1

2

2
2 1

1

2 2
2 1

( )
0

2 0
( )

0 2

2 2 0

T
i

f x t
l l

t
α

α
α α

α

α α

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∂ ,
≥ , =

∂
−−⎛ ⎞

= − =⎜ ⎟−⎝ ⎠
⎫

= − − ≠ = ∅,⎬
⎭

 

(2)
2L = ∅  (поскольку (2)

0(2) (2)P I= ∅, = ∅ ), пере-
пишим множество (3)X  в виде 

(3) 4 2
2 1

2 2
1 3 1 2

{ 0 0

1 0 5 0 0 }

X x x x

x x x x

= ∈ : = , − = ,

− − + ≤ , = , ≤ .

R
 

Рассмотрим вспомогательную задачу для 
(2)\ {3}j J J∗∈ = .   

Задача имеет форму  

(3) (3)

(3)
2 1 3min ( ) т е ( min 1).

x X x X
f x t x x

∈ ∈
, , . . − − +  

Положим (3) (3) (3)
2(0 0 2 1) ( ) 0x f x t= , , , : , < .   

Тогда множество (3)J∗Δ = ∅.  Рассмотрим мно-

жество (2)J∗ .  Здесь (2)
0(1) \ (1)I I = ∅.�  Поскольку 

(2)
0(2) \ (2) {2}I I =�  рассмотрим решение следую-

щей вспомогательной задачи:  

(3) (3)

(2)
22

2 2
( )

min (2) т е ( min )
T

x X x X

f x t
a x

t∈ ∈

∂ ,
, . . .

∂
 

Положим оптимальное решение 
(22) (2)

(22) 2
2

( )(0 0 1 1) (2) 0
Tf x tx x a

t
∂ ,

= = , , , : = .
∂

 

В соответствии с алгоритмом, имеем 
(2 ) (2)

(3) 2
0

( )
(2) (2) (2) 0 {2}

T i

i
f x t

I i I a
t

⎧ ⎫∂ ,
Δ = ∈ : = = .⎨ ⎬

∂⎩ ⎭
�  

Построим множества 
(3) (2) (3)

(3) (2) (3)
0 0 0

{1 2}

(1) (1) {1 2} (2) {2}

J J J

I I I
∗ ∗ ∗= Δ = , ,

= = , , = ,

∪
 

переходим к следующей итерации.  
На следующей итерации ( 4)k =  строим 

множество  

(4) 4 (1)
1

(2) (3)
2 2

( ) 0

( ) 0 ( ) 0

X x f x t

f x t f x t

⎧
= ∈ : , = ,⎨

⎩
, = , , ≤ ,

R
 

(1)
(3)1
0

( )
(1) 0 (1)

T

i
f x t

a i I
t

∂ ,
= , ∈ ,

∂
 

2 (1)
(3)1
12

( )
0

T
T f x t

l l l L
t

∂ ,
≤ , ∈ ,

∂
(2)

(3)2
0

2 (2)
(3)2
22

( )
(2) 0 (2)

( )
0

T

i

T
T

f x t
a i I

t
f x t

l l l L
t

∂ ,
= , ∈ ,

∂
⎫∂ ,

≤ , ∈ .⎬
∂ ⎭

 

Учитывая (3) (2)
1 1L L= = ∅  и  

(3)
0

1(3) 2
2

(2)

1 (2)
0i i

i I

L l l l a
α

α
∈

⎧ ⎛ ⎞⎪= ∈ : = , = = ,⎨ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪⎩

∑R  

( )

2 (2)
2

2

1 2
1 1

( )
0

2 0
0 2 0

0 4 0

T
i

f x t
l l

t
α

α
α α

∂ ,
≥ , =

∂
− ⎫⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎪= = − ≠ = ∅,⎬⎜ ⎟⎜ ⎟

⎪⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎭

 

имеем 
(4) 4 2

2 1
2

1 3 1

{ 0 0

1 0 5 0}

X x x x

x x x

= ∈ : = , − = ,

− − + ≤ , = .

R
 

Рассмотрим вспомогательную задачу для 
(3)\ {3}j J J∗∈ = .   

Задача имеет форму  

( 4) ( 4)

(3)
2 1 3min ( ) т е ( min 1).

x X x X
f x t x x

∈ ∈
, , . . − − +  

Положим (3) (3) (3)
2(0 0 2 1) ( ) 0x f x t= , , , : , < .  Тогда 

множество (4)J∗ = ∅.+   

Поскольку (3) (3)
0 0(1) \ (1) (2) \ (2)I I I I= ∅, = ∅,� �  

то (4) (3)
0 ( )I j j J∗Δ = ∅, ∈ .   
Тогда (4) (4) (4)(1) (2)J I I∗Δ = ∅, Δ = ∅, Δ = ∅  и, 

следовательно, останавливаем алгоритм с 
(1) (2){ }T t t∗ = , .   

Для найденных неподвижных индексов по-
рядки неподвижности вдоль соответствующих 
экстремальных лучей являются  

(1)
0( (1)) 1 (1) {1 2}iq t a i I, = , ∈ = , ;  

(2)
2 0

(2)
1 0

( (2)) 1 (2) {2}

( (2)) 0 (2) \ (2) {1}

q t a i I

q t a i I I

, = , ∈ = ,

, = , ∈ = .
 

 
Заключение 
В данной работе были рассмотрены выпук-

лые задачи полубесконечного программирования 
с многогранным множеством индексов. Был опи-
сан и обоснован конечный алгоритм, который 
определяет неподвижные индексы и их порядки 
неподвижности вдоль допустимых направлений 
для данных задач. Приведен пример, иллюстри-
рующий работу данного алгоритма. Полученный 
результат усиливает результат, полученный в 
работе [9], т. е. класс исследуемых задач расши-
ряется от задач линейного полубесконечного 
программирования до задач выпуклого полубес-
конечного программирования.  
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